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10 Indecidabilite de la logique du premier ordre 

10.1 Traduction de Godel 

10.1.1 Langages non egalit aires 

Definition 10.1 (Traduction de Godel (sans egalite)). Soit (ft une formule 
ne contenant pas le symbole d'egalite. La traduction de Godel de (ft, notee 
(ft 9 , est la formule definie par induction de la fagon suivante : 

. j_0 = ±; 

• (ft9 = -i-i^j si (ft est atomique ; 

• {-^(ft)9 = -,05 ; 

• ((ft A ipy = (ft 9 A ift 9 ; 

• (^v ip) 9 = ^ {(ft 9 yip 9 )] 

• ((ft -»• V) 9 = 0 3 ^ V s ; 

• (Vx </>) 9 = Vx 0 9 ; 

• (3x^)3 = -.-Gx^. 

Theoreme 10.2. Soient T un ensemble de formules dans lesquelles le sym- 
bole d'egalite n'apparait pas et(ft une formule dans laquelle le symbole d'egalite 
n'apparait pas. Alors 

r h c </> ssi h m (ft 9 , 

011 T 9 est I 'ensemble des traductions de Godel des formules de T. 

Intuitivement, ce theoreme nous dit que, pour prouver une formule en 
logique classique, on peut se restreindre a n'utiliser les raisonnements par 
l'absurde que sur les formules atomiques, disjonctives et existentielles. 

10.1.2 Langages egalit aires 

Definition 10.3 (Traduction de Godel (avec egalite)). On rajoute a la de- 
finition precedente de la traduction de Godel (sans egalite) une traduction 
de Pegalite : 

(ti = t 2 ) 9 = (h = t 2 ). 

Dans ce cas, le theoreme devient : 
Theoreme 10.4. Soient T un ensemble de formules et (ft une formule. Alors 

Th c (ft ssi T 9 , VxVy ((—x = y) -»• x = y) h m (ft 9 , 
oil T 9 est I 'ensemble des traductions de Godel des formules de T. 
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10.2 Decidabilite 

Definition 10.5 (Decidabilite d'un probleme). Un probleme est dit deci- 
dable s'il existe un algorithme qui, a partir de la donnee, travaille, s'arrete 
et repond oui ou non au probleme pose. Dans le cas contraire, il est dit 
indecidable. 

Definition 10.6 (Decidabilite d'une theorie). Une theorie T est dite deci- 
dable si le probleme suivant est decidable : 

• donnee : une formule <3? du langage de T ; 

• question : Th$? 

10.3 Indecidabilite de la logique du premier ordre 

On enonce sans le demontrer un theoreme qui est une consequence du 
theoreme d'incompletude de Godel. 

Theoreme 10.7. Les theories de I'arithmetique de Robinson, de Peano et 
la theorie des ensembles sans I'axiome du choix ZF (voir Vannexe A) sont 
indecidables. 

Corollaire 10.8 (Indecidabilite de la logique classique du premier ordre). 
La logique classique du premier ordre est indecidable. 

Demonstration. Soit <E>^ la formule obtenue par conjonction de tous les 
axiomes de I'arithmetique de Robinson. Alors pour toute formule ip, 

L'indecidabilite de la logique classique du premier ordre decoule done de 
Pindecidabilite de 1'arithmetique de Robinson. 

□ 

Corollaire 10.9 (Indecidabilite de la logique minimale du premier ordre). 
La logique minimale du premier ordre est indecidable. 

Demonstration. D'apres le theoreme sur la traduction de Godel, pour toute 
formule ip, 

K ip ^ *r m (Vx My ((-i-ia; = y) ->• x = y)) ->• tp. 

L'indecidabilite de la logique minimale du premier ordre decoule done de 
l'indecidabilite de la logique classique du premier ordre. 

□ 



841 1 MODELES DE KRIPKE DE LA LOGIQUE DU PREMIER ORDRE 



11 Modeles de Kripke de la logique du premier 
ordre 

11.1 Logique intuitionniste 

11.1.1 Langages non egalitaires et sans symbole de fonction 

Definition 11.1 (Modele de Kripke de la logique intuitionniste, 1965). Soit 
Jz? un langage du premier ordre non egalitaire et sans symbole de fonction 
(ni de constante). Un modele de Kripke 25 de la logique intuitionniste sur le 
langage Jzf est un quadruplet K, = (|/C|, <, ^, lh), ou : 

(i) (|/C|, <) est un ensemble ordonne, les elements de \K\ sont appeles des 
mondes. 

(ii) @ est une fonction qui associe a tout element a G |/C| un ensemble 

7^ 0, que Ton appelle le domaine du monde a, tel que 

VaV/?(a < -»• @ a C 

(iii) lh est une relation binaire entre les elements de |/C| et les formules 
atomiques a parametres dans U Q e|?e| ®ai dite de « forcing ». Le symbole 
lh se lit « force ». Soient a, /3 G \K,\ et R G =Sf un symbole de relation 
d'arite n. La relation lh est telle que : 26 

• af i_; 

• si a lh R(a±, . . . , a n ) on a ai, . . . , a n G ^ a ; 

• si a lh R(a±, . . . , a n ) et a < ft, alors on a /3 lh R(a\, . . . , o„). 

On peut etendre lh en une relation binaire entre les elements de \IC\ et les 
formules a parametres dans Uqg|k:| ^a- Soient a G |/C| et (f>,ip deux formules 
de J£ . On etend lh par recurrence de la fagon suivante : 

• a lh (j) A ip si et seulement si a lh 0 et a lh ^ ; 

• a lh 0 V -0 si et seulement si a lh <p ou a lh tp ; 

• a lh 0 — > V si et seulement si pour tout /3 G |/C| tel que a < /3, si 
/3 lh 0 alors /3 lh V; 

• a II — ^0 si et seulement si a lh (f> — > _L ; 

• a lh Vx0 si et seulement si pour tout (3 G |/C| tel que a < f3 et 

6 G % on a 13 lh ; 

• a lh 3x0 si et seulement s'il existe o£f a tel que a lh 0[a/ x i- 

Remarque 11.2. (i) On va donner une condition necessaire et suffisante un 
peu plus explicite pour a II — 10. Au vu de la definition de a lh 0 — >■ tp, 

25. Saul Aaron Kripke est un philosophe et logicien americain ne en 1940 dans le Ne- 
braska. II est professeur emerite de Princeton. 

26. On peut aussi considerer pour tout a G \JC\ un sous-ensemble R a C @£ (l'interpreta- 
tion de R dans le monde a) avec la condition selon laquelle pour tout a < (3 R a C R 13 . La 
relation de forcing est alors definie en disant que, pour oi, . . . a n £ £> a , a lh R(a ly . . . , a n ) 
si (oi, . . . , a„) € ii a . En logique minimale, on doit de plus specifier si a lh_L. 
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on a a II «p si et seulement si pour tout f3 G |/C| tel que a < (3, on a 

/3 1/ 0. Attention : cette condition utilise le fait que pour tout f3 6 |/C| 
/3 1/ _L, ceci n'est pas le cas dans les modeles de Kripke de la logique 
minimale. 

(ii) Si j5 est un element maximal de (|/C|, <), alors le monde en /3 est essen- 
tiellement une Jzf-structure jjt et on a pour toute formule (ft, |= cj> 
si et seulement si ft Ih 0. 

(iii) Intuitivement, on peut voir un modele de Kripke comme un ensemble 
de mondes empiles les uns sur les autres, avec des formules qui n'ont 
pas la meme valeur de verite dans ces mondes. On peut representer 
le diagramme de Hasse du poset (|/C|, <) pour bien voir comment les 
mondes s'emboitent. Si une formule est forcee dans a, alors elle l'est 
dans tout monde superieur. 

Exemples 11.3. Soit J£ = {R 1 } un langage du premier ordre. On va construire 
deux modeles de Kripke sur ce langage. 

(i) On se donne deux mondes, a et /3 avec a < (3. Les domaines de ces 
mondes sont respectivement 3> a = {a}, Sip = {a, b}. On definit la 
relation de forcing par 

\\- = {(a,R(a)),(P,R(a))}. 

On peut resumer tout cela par le diagramme : 

P • {a, b} R(a) 

a • {a} R(a) 



(ii) On se donne pour ensemble des mondes (N, <). On definit les domaines 
de ces mondes par *2l n = {0, . . . , n} et la relation de forcing par 



lh= (J {(n,R(k)) :k<n}. 

neN 
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On peut resumer tout cela par le diagramme : 



n+l 



n 



{0,1,. ..n+l} 



{0,1,... n} 



R(0),...,R(n-l),R(n) 



R(0),...,R(n-l) 



0 



{0,1} 



{0} 



R(0) 



Voici quelques relations (que Ton peut a chaque fois deduire des prece- 
dentes) qui sont verifiees par ce modele : 

• Vn G N, n f R{n) et n f -^R{n) ; 

• Vn G N, n f R(n) V ^R(n) ; 

• Vn G N, n \f Vx (i?(x) V ->R(x)) ; 

• OH ^Vx (R(x) V -.i?(x)) ; 

• 0 f Vx (i?(x) V^R(x)). 



11.1.2 Langages egalitaires avec symbole de fonction 

Definition 11.4 (Modele de Kripke de la logique intuitionniste). Soit Jz? un 
langage du premier ordre. Un modele de Kripke de la logique intuitionniste 
sur le langage Jz? est un sextuple K. = (|/C|, <, @, $ , lh), ou : 

(i) (|/C|, <, lh) est un modele de Kripke au sens de la definition prece- 
dente. 

(ii) & est la donnee, pour chaque symbole de fonction / d'arite n de Jz? et 
chaque monde a G |/C|, d'une fonction / a : 5? Q n — >■ £^ a . 

(iii) # est la donnee, pour chaque monde a G |/C|, d'une relation d'equiva- 
lence E a sur S> a qui satisfait : 

Va,/3G \K\ (a<(3^E a CEp). 

(iv) lh verifie de plus, pour tout monde a G |/C| : 

Compatibilite entre S, J? et les relations de Jz? 

Si ai, . . . , a n , b±, . . . ,b n G ^ a et pour tout 1 < z < n on a E a (cn, hi) 
(R, f sont des symboles d'arite n) : 

• a lh R(ai, . . . , a„) si et seulement si a lh R(bi, . . . , fe n ) ; 

• E a (f a (a 1 , . . .a„),/ a (6i, . . .£>„)). 
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On ajoute maintenant quelques regies sur la realisabilite des for- 
mules atomiques lorsqu'elles font intervenir des termes ou l'egalite. 

Realisabilite des formules atomiques 

On deflnit la valeur d'un terme t a parametre dans 3) a (les va- 
riables libres de t sont remplacees par des elements de $> a ) par : 

• si t = a £ 3l a , alors t a = a ; 

• si t = /(u 1 , . . .,u n ), alors t a = f a {u l a , . . . ,u n a )- 

On peut aj outer maintenant quelques regies sur la realisabilite 
des formules atomiques lorsqu'elles font intervenir des termes ou 
l'egalite : 

• a lh u — v si et seulement si E a (u a , 5 

• pour tout symbole de relation R d'arite n et ti,...,t n des 
termes, on a : a lh R^t 1 , . . . , t n ) si et seulement si a lh i?(t 1 a , • • • , t n a )- 

On peut etendre lh en une relation binaire entre les elements de |/C| et les 
formules de la meme facon que precedemment. 

Exemple 11.5. On se donne le modele de Kripke suivant : 

P • {a, b} Ep = {a, b} x {a, b} 

a • {a, b} E a = {(a,a),(b,b)} 

On peut voir que a a = b et a 1/ ->a = b. II en decoule que a \f a = 
b V ->a = b et done que a lh Vy (x = y V ->x = y). 

Definition 11.6 (Evaluation d'une formule dans un modele de Kripke). 
Soient j£f un langage, K. un modele de Kripke de la logique intuitionniste 
sur Jzf et $ une formule de Jzf. On dit que /C satisfait ce que Ton note 
/C \=i si pour tout monde a £ |/C| on a a lh 

Definition 11.7 (Evaluation d'une theorie dans un modele de Kripke). 
Soient Jzf un langage, K, un modele de Kripke de la logique intuitionniste 
sur Jzf et T une theorie de Jzf. On dit que K. satisfait T, ce que Ton note 
K. \=i T, si pour toute formule $ G T on a K, \=i <£. 

Definition 11.8 (Consequence semantique). Soient Jzf un langage, T une 
theorie et $ une formule de Jzf. Si, pour tout modele de Kripke K, de la 
logique intuitionniste tel que K, |=j T on a /C |=j alors on dit que $ est 
consequence semantique de T et on note T |=j <I>. 

11.2 Logique minimale 

Definition 11.9 (Modele de Kripke de la logique minimale). Les modeles 
de Kripke fC de la logique minimale sont dermis de fagon analogue a ceux de 
la logique intuitionniste a la seule difference que l'on n'exige pas que pour 
tout monde a £ |/C|, on ait a 1/ -L. 
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Les definitions devaluation d'une formule, d'une theorie et de la conse- 
quence semantique sont analogues a precedemment, seule la notation differe. 

Definition 11.10 (Evaluation d'une formule dans un modele de Kripke). 
Soient ££ un langage, K, un modele de Kripke de la logique minimale sur J?? 
et & une formule de Jzf. On dit que K, satisfait <£, ce que Ton note K. |= m <!>, 
si pour tout monde a G |/C| on a a lh <!>. 

Definition 11.11 (Evaluation d'une theorie dans un modele de Kripke). 
Soient J2? un langage, K, un modele de Kripke de la logique minimale sur 
et T une theorie de J£ . On dit que /C satisfait T, ce que l'on note /C | — m T, 
si pour toute formule $ G T on a K, \= m 

Definition 11.12 (Consequence semantique). Soient un langage, T une 
theorie et $ une formule de J£ '. Si, pour tout modele de Kripke K, de la 
logique intuitionniste tel que K, \= m T on a K, \= m <3?, alors on dit que $ est 
consequence semantique de T et on note T \= m <£. 
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12 Theoremes de completude 

Le theoreme de completude de la logique classique est du a Godel, c'est 
le sujet de sa these de doctorat. On enonce maintenant les theoremes de 
completude pour les differentes logiques ainsi que leurs consequences, puis 
on prouvera le theoreme de completude de la logique classique. 

12.1 Enonces des theoremes de completude 

Theoreme 12.1 (Completude de la logique minimale). Soit V une theorie 
et $ une formule. Alors F \= m $f>rh m 

Theoreme 12.2 (Completude de la logique intuitionniste). Soit T une theo- 
rie et <3? une formule. Alors T |=j $ T hj $. 

Theoreme 12.3 (Completude de la logique classique). Soit V une theorie 
et $ une formule. Alors F |= c <3? o T h c <£. 

12.2 Preuve du theoreme de completude de la logique clas- 
sique 

On prouve en fait un theoreme equivalent au theoreme de completude. 
Definition 12.4 (Non-contradiction). Une theorie T est dite non-contradictoire 

si r \/ c j_. 

Definition 12.5 (Consistance). Une theorie T est dite consistante si elle 
admet un modele. 

Theoreme 12.6 (Theoreme de completude bis). Une theorie T est non- 
contradictoire si et seulement si elle est consistante. 

12.2.1 Sens indirect 

Theoreme bis sens indirect. Par contraposition, il suffit de montrer que si 
r h c _L alors T n'admet pas de modele. 

On montre plutot que pour toute theorie T et pour toute formule <!>, si 
T h c <3>, alors T |= c <!>. On va le faire par induction sur la hauteur d'une 
deduction de T H c $. 

(i) Si la hauteur de la preuve est 0, alors c'est un axiome ou une introduc- 
tion de l'egalite. Par definition, a bien que $ |= c $ et que |= c t = t. 

(ii) Si la hauteur de la preuve est n + 1, on considere l'ensemble des pre- 
misses de la derniere regie utilisee. Soit Tj h c une de ces premisses. 
Alors par hypothese de recurrence, on a que Tj |= c puisque la hau- 
teur de sa preuve est au plus n. II faut maintenant verifier regie par 
regie que l'on peut deduire T \= c Ceci etant un peu fastidieux sans 
etre difficile, nous verifions seulement quelques cas. 
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Introduction de la conjonction 

On a T\ \= c $1, T2 |= c $2) on veut en deduire que T\ UT2 |= c $1 A 
$2- Pour cela, soit ^# un modele de T1UT2. Alors par definition, il 
existe pour le verificateur des strategies gagnantes a\, respective- 
ment a 2, dans EV (^#, $>i), respectivement EV (^#, $2)- Construi- 
sons une strategie gagnante pour le verificateur dans EV (^#, <&i A $2)- 
Dans ce jeu, c'est au falsificateur de commencer. Si le falsifica- 
teur choisit 3>i, alors le jeu devient EV(^#, $1), le verificateur 
applique <j\ et gagne. Si le falsificateur choisit $2, alors le jeu 
devient EV(^#, $2), le verificateur applique 02 et gagne. Cette 
strategie est clairement gagnante et done \= c $1 A <J>2. 

Elimination de la disjonction 

On a Ti |= c $2 V<I>3, T 2 , $2 |=c ?3, <E> 3 |= c on veut en deduire 
que Ui=i l = c Pour cela, soit J( un modele de Ui=i ^i- Alors 
par definition, il existe une strategie gagnante pour le verificateur 
dans EV(^#, $2 V $3), ce qui veut dire que le verificateur a une 
strategie gagnante dans EV(^#, $2) ou bien dans EV(./#, $3). 
Par consequent, Jt \= c T 2 U {$2} ou Jl \= c T 3 U {$3}. Ainsi, 

|= c 

Absurde classique 

On a T U { _1< &} n'a pas de modele, ce qui est vrai si et seulement 
si tout modele de T ne satisfait pas -i<3?. Cette derniere assertion 
est equivalente a T |= c $. 

□ 

12.2.2 Sens direct 

Pour la preuve du sens direct, nous avons besoin de quelques lemmes 
preparatories. 

Lemme 12.7. Soit (Tj)j e / une famille de theories non-contradictoires qui 
est totalement ordonnee par Vinclusion. Alors [j i&I Ti est non-contradictoire. 

Demonstration. Par l'absurde, supposons que \J ieI T n'est pas non-contradictoire. 
Alors il existe une deduction du sequent \J ieI Ti h c _L. Puisque une deduc- 
tion est un objet fini, alors seulement un nombre fini d'hypotheses peut etre 
utilise (voir remarque 9.9). II existe done un sous-ensemble fini F C \J iGl Ti 
tel que F h c _L. Pour toute formule (f> G F, il existe G I tel que (p G T^. 
Comme F est fini, il existe j G / tel que Tj = max{Tj 0 : (f> G F}. Ainsi, 
F C Tj et done Tj n'est pas non-contradictoire, une contradiction. □ 

Definition 12.8 (Theorie complete). Une theorie T sur un langage Jzf est 
dite complete si pour toute formule close <\> sur , on a <p G T ou -i</> G T. 
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Lemme 12.9. Soit T une theorie sur un langage Jz? qui soit non-contradictoire. 
Alors il existe une theorie T c sur le raerae langage qui soit complete, non- 
contradictoire et telle que T CT C . 

Demonstration. On considere l'ensemble de toutes les theories non-contradictoires 
sur Jz? qui etendent T. Muni de l'inclusion, c'est un ordre partiel inductif. En 
effet, pour toute chaine (Tj)j 6 j, la theorie Tj = Tj est non-contradictoire 
(voir lemme 12.7) et c'est un majorant de la chaine. On peut done utiliser le 
lemme de Zorn pour obtenir l'existence d'une theorie T c qui est un element 
maximal de l'ordre partiel considere. II reste a montrer que c'est une theorie 
complete. 

Par l'absurde, supposons qu'il existe une formule <p telle que <f> 0 T c et 
—«f> T c . Par maximalite de T c , on obtient que les theories T c U {(/)} et 
T c U ne sont pas non-contradictoires, ce qui veut dire que T c ,(j) h c _L 

et T c , -xf) h c _L. Par consequent, T c h c -xfi et T c h c (f>, ce qui implique que 
T c h c _L, une contradiction. □ 

Lemme 12.10. Soient T une theorie, & une formule et c un symbole de 
constante n'apparaissant ni dans T ni dans <£. Alors T h c &[c/ x ] implique 
que T h c Vx $. 

Demonstration. On montre d'abord que pour toute theorie A et toute for- 
mule ^, si A[c/ X ] \~ c ^[c/x]> a l° rs pour tout terme t du langage, l~c 
La preuve se fait par recurrence sur la hauteur de la demonstration 
en remplacant partout c par t. 

Puisque x est liee dans Vx <3?, alors sans perte de generality, on peut suppo- 
ser que x n'a pas d'occurrence libre dans T (sinon, il suffit de considerer la 
nouvelle formule Vy *&[y/ x ] °^ V es * une nouvelle variable). En choisissant 
pour terme z (une nouvelle variable) dans le resultat precedent, on obtient 
que, puisque T = T[c/ X ] l~ c ®\c/xh on a T = T[z/ X ] ^[z/ x ]- Appliquant 
l'introduction du quantificateur universel, puisque z n'a d'occurrence libre 
ni dans T ni dans alors V h c \/z &[z/ x ] et done T h c Vx <3?. □ 

Theoreme bis sens direct. Soit T une theorie sur un langage J5f . On suppose 
que T est non-contradictoire et on cherche un modele de T. La demonstration 
se fait en deux etapes. 

Premiere etape On construit une theorie Th sur un langage Jzf/j telle que : 

(i) Th est un theorie complete ; 

(ii) pour toute formule cf> sur Jzf/j ayant x pour seule variable libre, 
il existe un temoin de Henkin c^, e'est-a-dire un symbole de 
constante de Jzf/j tel que : 



T h h c 3x <j)^ 4>[C^/ X ]- 
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Pour cela, defmissons par recurrence des langages J2f n et des theories 
T n , pour tout entier n. On pose Jz?o = S£ , Tq = T et 

Jz? n+ i = Jzf n U {c^ : 0 est une formule avec une variable libre de Jz? n }, 

T n+ i = T n U{3x (p —7- 0[c^,/2;] : 0 est une formule avec une variable libre x de Jz? n }. 

On considere maintenant J£ h = UneN-^™ et = UneN^™- 
Montrons que T^ est non-contradictoire. Par le lemme 12.7, il suffit de 
montrer que T n est non-contradictoire pour tout entier n. On fait cela 
par recurrence. On a par hypothese que T$ = T est non-contradictoire. 
Supposons par l'absurde que T n +i n'est pas non-contradictoire avec 
To, . . . T n non-contradictoires. Alors, il existe des formules 
de J£ n telles que : 



T n f\ (3x (pi -»• &[C0./ X ]) h c X. 



Ki<fc 



On en deduit que 



T„ h c /\ (3x 0i -»• &[c&/ x ]) 



Ki<k 



_L 



et par le lemme 12.10 applique k fois, on peut conclure que 



T n \- c Vyi . . . Vy*; 



A ( 3x & folVi/x]) 



_L 



Ki<fe 



Or, on sait que h c Vy (0 — > ip) ■<->■ (3y 0 — >■ ^) si ^ n'a pas d'occurrence 
libre de y (par combinaison d'exercices des series). Par consequent, 



T n b c 



3 yi ...3y k f\ (^x <j)i^ <j)i [yi/x] 



\<i<k 



_L. 



Du fait que h c 3y (4>Aip) <H> (3y 4>Aip) si 0 n 'a pas d'occurrence libre 
de y, on obtient que : 



T h 
± n 1 c 



A M 



3x 



_L. 



Ki<fc 



On sait de plus que h c 3y (6 — ^ 0) o (9 — > 3y 0), si 0 n'a pas 
d'occurrence libre de y, ce qui donne 

T n h c y\ 0j ->• 3j/i 0j[y i/x ]j ->• J_. 

i<j<fe 
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Or, pour tout 1 < i < k, on a que h c 3x fa — > 3yi fa[yi/ x ], ce qui 
implique que : 

i<i<fe 

Par elimination de 1 'implication, il vient que T n h c _L, une contradiction 
avec l'hypothese de recurrence. 

On utilise maintenant le lemme 12.9 pour etendre en une theorie 
complete et non-contradictoire TV 

Soit <j) une formule de Jzf^ avec une seule variable libre x. II reste a 
verifier que 

T h h c 3x 4> ->• ^[c^/x]- 

Par definition, (/> est un mot fini et elle ne contient qu'un nombre fini de 
symboles de J§f^. Par construction, il existe done un n tel que <\> G «Sf n 
et ainsi 

3x 4> ->• 0[c^/ x ] e T n+ i C T fe . 

Seconde etape On construit maintenant un Jz^-modele ^# de T^, dont la 
restriction a Jz? est un modele de T. 
On pose (voir definition 3.6) 

^i os (Jz4) = {t € 2F{J£h) '■ t ne contient pas de variable}. 

On definit le modele ^ suivant : 
(i) 

= ^clos(^) I 

ou t ~ i' si et seulement si h c t = i' ; 

(ii) pour tout symbole de constante c, c" 4 ^ = [c]^ ; 

(iii) pour tout symbole de fonction / d'arite n, 

f^([tlL,...,[t n U) = [/(*!,...,<„)] J 

(iv) pour tout symbole de relation R d'arite n, 

■■•,[*»]„) e R* <*T h \- c R(t u ...,t n ). 

Verifions que e'est bien defini. Soient t±, . . . t n , t\, . . . t' n des termes tels 
que U ~ t'i pour tout 1 < i < n. Alors on a h c ti = t'i pour tout 
1 < i < n. L'elimination de l'egalite appliquee n fois sur le resultat de 
l'introduction de l'egalite avec f(t±, . . . ,t n ) nous donne que 

Th \- c f(h, ■■■ ,t n ) = f(t'i, . . ■ ,t' n ). 
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L' elimination de l'egalite appliquee n fois sur l'axiome R(ti, . . . , t n ) h c 
R(ti, . . . ,t n ) donne Th, R(t\, . . . , t n ) h c R(t'\, . . . , i' n ). Par consequent, 

Th l~ c • • • ,t n ) — > R(t\, . . . , t' n ). 

Par symetrie 

Th l~ c R(h, ■ ■ ■ ,t n ) R(t'l, ... , t' n ) 

et on obtient le resultat par modus ponens, Th h c . . . ,t n ) si et 

seulement si Th \~ c R{t'i, ■ ■ ■ , £' n )- 

Par ailleurs |^#| 7^ 0 car la formule avec une variable lib re 3x (x = x) 
est une formule de ££h et done la classe de son temoin de Henkin est 
un element de 

II reste a verifier que ^ |= c Th- Pour cela, on prouve que pour toute 
formule close <1>, Th h c $ (e'est a dire que G T^) si et seulement 
si |= c <£. On suppose sans perte de generality que $ ne comporte 
que le quantificateur 3 et les connecteurs A, ->. Par recurrence sur la 
hauteur de $ : 

(i) Si ht($) = 0 et $ = _L, alors e'est evident puisque Th est non- 
contradictoire. 

Si $ = R(u±, . . . ,u n ), alors puisque <J> est une formule close, les 
termes u\,...,u n sont clos. Dans ce cas jtft |= c <E> si et seulement 
si (ui^ , . . . ,u n ^) G i?^, e'est-a-dire (par definition) si et seule- 
ment si ([ui]^ , . . . , [n„]^) G R^ . Par definition, ceci est vrai si 
et seulement si Th \~ c R(u\, ■ ■ ■ , 

(ii) Si ht($) > 0 : 

• Si <f> = ^1 A alors \= c <E> si et seulement si \= c ^1 et 

Nc *2- P &r hypothese de recurrence, ceci est equivalent a 
Th \~ c ^1 et Th \~ c ^2- Par les regies d 'introduction et d'elimi- 
nation de la conjonction, on obtient ^# |= c <3? si et seulement 
si T h h c 

• Si $ = -1*, alors |= c <I> si et seulement si M ^. Par 
hypothese de recurrence, ceci est equivalent a Th \f c et par 
completude de Th, cela revient a dire que Th h c -1^. 

• Si <3? = Eb ^, montrons que T ft h c $ — ► |= c <3>. 
Considerons le temoin de Henkin cq,. Par construction de Th, 
Th h c $ si et seulement si Th h c ^[c^/ x ] et par l'hypothese 
de recurrence, ceci est equivalent a ^# |= c vl/rc^/^.]. Par conse- 
quent, si Th h c <3>, alors il existe une strategie gagnante pour le 
verificateur dans EV(y#, <&) : il lui suffit de choisir c$. Ainsi, 
T h \- c $->^\= c $. 

Pour montrer la reciproque, supposons que |= c <3?. Alors 
par definition, il existe un terme clos t tel que le verificateur 
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a une strategie gagnante dans EV *r^j ^ j^. Jouons 



en parallele au jeu EV y^M , ^[t/x] ) avec ce ^ e nieme stra- 
tegie. Si le premier jeu se termine sur une formule atomique 



R \ Ul [[tL/x] ' ' " ' ' Un [[tL/x]) ' alors n s ' arr6te sur R \ Ul 

dans le deuxieme. Par definition de l'interpretation des termes 

dans le modele = [t]^. Par consequent, l'interpretation 

des termes Ujrr+i , i et u;\+ , 1 sont les memes dans On 
[l*J~/xJ IVxJ 

obtient done que le verificateur a une strategie gagnante dans 

EV (^JK, VPj-^j^ , e'est-a-dire que ^# \= c VPp^j. Par hypo- 

these de recurrence, on obtient que Th h c ty^^y Par la regie 

d'introduction du quantificateur existentiel, cela implique que 
T h h c $. 

Ainsi, Jt |= c T/j. Soit N la ^-structure induite par J( . Alors N |= T. 

□ 



Remarque 12.11. Le choix de la relation d'equivalence employee pour construire 
le modele ^# de la preuve precedente est en fait assez logique. En effet, si 
Ton veut que cela puisse fonctionner, il faut en tout cas que cela marche 
pour les formules du type t = t' et -*t = t'. Ainsi, il faut que ^# |= c t = t' 
si et seulement si Th h c t = t' . Par consequent, il faut que = t'^ si et 
seulement si Th h c t = t'. 

Proposition 12.12. Le theoreme de completude de la logique classique et le 
theoreme bis sont equivalents. 

Demonstration. Soit T une theorie et <I> une formule. 
Sens direct 

Le theoreme de completude de la logique classique donne T h c _L si 
et seulement si T |= c _L. Or, aucun modele de la logique classique est 
un modele de _L et done T h c _L si et seulement si T n'admet pas de 
modele. 

Sens indirect 

Par les regies de l'absurde classique et d'elimination de la negation, on 
obtient que T h c $ si et seulement si T, -i$ h c _L. Par le theoreme bis, 
ceci est equivalent a dire que T U n'admet pas de modele, ce qui 

est vrai si et seulement si tout modele de T ne satisfait pas Cette 
derniere assertion est equivalente a T \= c &- 



□ 
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12.3 Consequences des theoremes de completude 

Les theoremes de completude nous indiquent qu'une formule n'est pas 
demontrable dans une certaine logique si et seulement si il existe un modele 
de la logique correspondante dans lequel la formule n'est pas satisfaite. 

12.3.1 Quelques formules non demontrable en logique intuition- 
niste 

Proposition 12.13. Les formules suivantes ne sont pas demontrables en 
logique intuitionniste : 

(i) $ V^$; 

(a) -1-1$ — > <i>. 

Demonstration. On se donne K, le modele de Kripke de la logique intuition- 
niste suivant : 

(3 • {a} P(a) op = a 

a • {a} c a = a 

(i) On observe que dans le modele /C, a lh P(c) et a lh -P(c). 
Par consequent, a 1/ P(c) V -nP(c) et done K, ^ P(c) V ^P(c). 

(ii) De meme, on a a f P(c),/3 lh P(c) et a f -P(c),/3 f -P(c). Par 
consequent, on a a lh -i-P(c) et ainsi a \f -i-P(c) — >■ P(c). Pour 
conclure, K. Y=i ->-P(c) — >■ P(c). 

□ 

12.3.2 Une formule non demontrable en logique minimale 

Proposition 12.14. La formule (<&V\I / ) — > — > VP) n'est pas demontrable 
en logique minimale, mais elle Vest en logique intuitionniste. 

Demonstration. On se donne /C le modele de Kripke de la logique minimale 
suivant : 

q • {a} c a = a _L P(c) 

On observe que dans le modele /C, a h P(c), et done a lh P(c) V P'(c). 

Par ailleurs a lh P(c) — >■ _L et done a II P(c). On obtient alors que a lh 

-.P(c) -»• P'(c) et done /C (P(c) V P'(c)) -> (-P(c) -»• P'(c)). Ainsi, 
l/ ro ($V ¥)->(--$->*). 

Montrons maintenant que hj ($ V — > — > ^f) : 
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$ h $ 



($ V*) h ($V*) 



-»• _L) 



□ 



12.3.3 Theoreme de compacite 

Le theoreme de compacite est en fait un corollaire du theoreme de com- 
pletude. 

Corollaire 12.15. Une theorie est satisafaisable si et seulement si elle est 
finiment satisfaisable. 

Demonstration. Par le theoreme de completude bis (qui est equivalent au 
theoreme de completude, voir 12.6 et 12.12), l'enonce du theoreme de com- 
pacite est equivalent a l'enonce suivant : une theorie est non-contradictoire 
si et seulement chaque sous-theorie finie est non-contradictoire. Ceci est en 
fait une triviality du fait qu'une preuve est un objet fini. En effet, ceci qui 
implique que T h c _L si et seulement s'il existe une sous-theorie finie ACT 
telle que A h c _L. □ 
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Appendices 

Voici des documents fournis par le professeur lui-meme durant le cours. 

A Axiomatique : Peano, Robinson et ZFC 

A.l Arithmetique de Peano 

Soit Jz? = {co, f s , /+, fx , =} ou co est un symbole de constante, f s est un 
symbole de fonction unaire et / + , f x sont des symboles de fonction binaires. 
La theorie de Peano T-p est l'ensemble infini de formules contenant : 

(1) Vx -^f s (x) = c 0 

(2) Vx 3y (^x = c 0 ->• f s (y) = x) 

(3) Vx Vy (/ s (x) = f s (y) x = y) 

(4) Vx f+(x,c 0 ) = x 

(5) VxVy (/ + (x,/ s (y)) = / s (/ + (x,y))) 

(6) Vx f x (x, c 0 ) = c 0 

(7) VxVy (Mx,f a (y)) = f+(f x {x,y),xj) 

(8) Pour toute formule </>[x 0 ,xi,...,x„] (formules dont toutes les variables 
libres sont parmi xq, x\, . . . , x n ) la formule suivante fait aussi partie 
de T-p. 



\/x 0 Vxi ... Vx„ {[^[co/xo] A ( Va: 0 ^ -> 0[/ s (x o )/xo])) Vx 0 0 

A. 2 Arithmetique de Robinson 

(1) Vx ->/ s (x) = c 0 

(2) Vx 3y (^x = c 0 ->• / s (y) = x) 

(3) Vx Vy (/ s (x) = / s (y) -> x = y) 

(4) Vx f+(x,Co) = x 

(5) VxVy (f+(x,f a (y)) = f a (f + (x,y)j) 

(6) Vx / x (x, c 0 ) = c 0 

(7) VxVy (Mx,f a (y)) = f+(f x (x,y),xj) 

(8) VxVy (x < y ^ f s (x) < f a (y)) 
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A. 3 Les axiomes de Zermelo-Fraenkel 

(1) Extensionnalite : 

Vx Vy (Vz (z G x o z G y) — > x = y). 

(2) Le schema d'axiomes de comprehension : 

Vz V^i . . . Vtt) n 3y Vx (x G y o x G z A 92) , 

ou <p := (p(x, z,w) est une formule dont toutes les variables libres fi- 
gment parmi x, z, Wi, w n . 

(3) Paire : 

Vx Vy 3z (x G z A y G z) . 

(4) Union : 

Va 36 Vx Vy (x G y A y G a — >■ x G b) , 

on note 6 = |J a. 

(5) Infini : 

3x (3y (y G x) A Vy (y G x ->■ y U {y} G x)). 

(6) Parties : 

Vx 3y Vz (Vu (u G z — > u G x) — > z G y). 

(7) Le schema de remplacement : 

\/A\/w\ ...\/w n [Vx 3!y 0) 3Y Vx (x G A -+ 3y (y G YA</>))], 

ou (f) := 4>(x,y, A,w) est une formule dont toutes les variables libres 
figment parmis x,y, A, w±, w n , et ou 3\y<j) est une abreviation de 

3y (0(x, y, A, w) A Vz 0(x, z, A,w) z = y)). 

(8) Fondation : 

Vx [3y (y G x) — > 3y (y G x A ->3z (z G x A z G y))]. 

(9) Choix : 

Vx 3c Vz 3y Vu (z G x — t- [y G z A y G c A ((u GzA-uGc)— >u = y)]). 
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B Deduction naturelle et calcul des sequents 

Deduction Naturelle 

Axiome 



Regies logiques 

Aeg Z y Aed 



rh0 rhV' rh^v^ r',ip\-e r",6he 

Vis — — — — Wid — — Ve 



rh(/.vv rh^w r,r,r"h 

r, <j> h ip r h </> ->• v r'h 



r,</>h_L rh^ r'h 



rh^</> r,r'h± 



r i- 4>[ y /x\ 1 r h Vz 0 



r^ [t/l , 2 r 1-3*0 r',0 b/x] hv 3 



r h ax 0 r, r h v 

ht = t 2 



r h ^ [t/x] r h t = u 



r, r' h 0[ u / x ] 



Regies structurelles 

iff ctr 

r,0hv r,0h^ 



Regies de l'absurdite intuitionniste et classique 



rhi r,^>h_L 



i. 

2. 
3. 



y n'a pas d'occurrence libre dans V, <f> 
t : un terme 

y n'a pas d'occurrence libre dans F', cj>, if) 
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Calcul des Sequents 



Axiomes 

J-o 



Regies logiques 

r,0hA r^hA rhiA rhv,A 

Agl A g2 A d 



r,^v^hA rh0vv>,A rh^v^,A 

rh^,A r,^h a r,0h?A,A 



rh^A r>hA 
r,^hA rh^0,A 

r, 0 [t/a!] h a 1 ri-0 [w/x] ,A 



T,Vx0hA rhVa;0,A 



2 



r, </>r„/^i h A 



rh^ [t/x] ,A 1 



r,3x(AI-A 2 r h (A, A 



Regies structurelles 

rhA _ r h a _ 

a ffg affd 



r,0hA rh^,A 
r,0>hA r 1-0,0, a 



r,0hA rh0,A 

Regie de coupure 

r>0,A r,0hA' 

cut 

r,r h a, A' 



1. i : un terme 

2. y n'a pas d'occurrence libre dans le sequent conclusion de la regie (dans F, 3x 0 ou 
Va; 0, et A) 
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C Compilation de certains resultats importants vus 
aux series 

Theoreme C.l (Critere de Vaught). Soit T une theorie non contradictoire 
du premier ordre sur un langage J2? denombrable, et telle que T ne possede pas 
de modele fini. Si tous les modeles denombrables de T sont elementairement 
equivalents, alors T est complete. 

Corollaire C.2. Soit T une theorie du premier ordre sur un langage de- 
nombrable, et telle que T ne possede pas de modele fini. Si tous les modeles 
denombrables de T sont isomorphes, alors T est complete. 

Theoreme C.3 (Compacite bis). Soit T une theorie. On a T \= si et 
seulement si il existe un sous-ensemble fini Tq de T tels que To |= 

Proposition C.4. Le theoreme de compacite et le theoreme de compacite 
bis sont equivalents. 

Definition C.5 (Axiomatisabilite). Soient Jz? un langage egalitaire et C une 
classe de Jzf-structures. La classe C est dite axiomatisable (resp. finiment 
axiomatisable) s'il existe une theorie Tq (resp. une theorie finie Tq) de 
telle que, pour toute Jz?-structure on ait : 

Proposition C.6. Soient «Sf un langage egalitaire et C une classe de 
structures axiomatisee par la theorie Tq- Alors C est finiment axiomatisable 
si et seulement si il existe un sous-ensemble fini T de Tq telle que T axio- 
matise C . 
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